
Gaussian Process
⚫ 1. 贝叶斯方法 (参数化模型) → 高斯过程 GP (非参数化模型)

⚫ 2. Noise-free GP regression: 直接使用 “高斯分布 + 核函数” 描述预测值 𝐟 的分布.

⚫ 3. Noisy GP regression: 预测值 𝐟 “不是观测数据” → 含隐变量 𝐟 的高斯过程 → 需要推断 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟|𝐭 .

⚫ 4. GP classification: 同样是含隐变量 𝐟 的高斯过程 → 需要推断 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟|𝐭 .

问题: 在分类任务中, “似然”与“先验”不共轭, 无法直接得到后验分布 𝑝 𝐟|𝐭  的解析式.

• 4.4 近似方法 ①: 基于 Newton–Raphson 方法获得 𝑝 𝐟|𝐭 的 MAP 点估计 መ𝐟.

• 4.5 近似方法 ②: 基于 Laplace approximation 方法获得 𝑝 𝐟|𝐭 的近似分布 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓 , 𝚺𝑓 .



1. 贝叶斯线性回归 (参数化模型) → 高斯过程 (非参数化模型)

• 预测方法②：直接得到𝐟的预测分布, 即 𝑝 𝐟 𝐗; 𝜎2 = ׬ 𝑝 𝐟 𝐗, 𝐰; 𝜎2 𝑝 𝐰 𝑑𝐰 = 𝒩 𝐟; 𝟎, 𝜎2𝐈 + 𝐗𝐗⊤
1. 均值向量为𝟎向量

2.协方差矩阵为“非对角矩阵”
3. 预测分布与模型𝐰无关

采样 𝐟(1), 𝐟(2), 𝐟(3)

虽然均值为0, 
但是协方差矩阵不是对角矩

阵, 因此, 𝑓𝑖
(1)

采样的结果会

影响 𝑓𝑖+1
(1)

 的结果。

例如: 𝑓𝑖
(1)

= 5, 则 𝑡𝑖+1
(1)

≈ 5

Gaussian Process (GP)

能否忽略模型参数𝐰的表示,
直接描述“预测标签的分布”？

采样𝐟

• 预测方法①：采样模型𝐰𝑖 → 𝐟的预测分布, 即 𝑝 𝐟 𝐰𝑖 , 𝐱; 𝜎2 = 𝒩 𝐟; 𝐗𝐰(𝑖), 𝜎2𝐈 .  

• 先验：𝑝 𝐰 = 𝒩 𝐰; 0, 𝐈 .  似然：𝑝 𝐟 𝐗, 𝐰; 𝜎2 = 𝒩 𝐟; 𝐗𝐰, 𝜎2𝐈

采样 𝐰(𝑖)

⚫ 考虑一维贝叶斯线性回归例子: 𝑓𝑖 = 𝐰⊤𝐱𝑖

边缘似然
(因为“先验”和“似然”共轭, 因此该边缘似然可以直接得出)

𝐗𝐰(1) → 𝐟 𝐗𝐰(2) → 𝐟 𝐗𝐰(3) → 𝐟

𝐟(1) 𝐟(2) 𝐟(3)

𝐰

预测方法 ① 概率图

𝐗𝐟

𝜎2

预测方法 ② 概率图

𝐗𝐟

𝜎2

𝐗 =
1 𝑥1

⋮ ⋮
1 𝑥𝑁

𝐰 =
𝑤0

𝑤1
𝐟 =

𝑓1

⋮
𝑓𝑁

输入特征 模型 预测标签



2.1 Noise-free GP regression – 直接描述标签 𝐟, 𝐟∗ 的“联合分布” 𝑝 𝐟, 𝐟∗; 𝐱, 𝐱∗

⚫ 定义训练、预测标签𝐟, 𝐟∗的联合分布：𝑝 𝐟, 𝐟∗; 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟, 𝐟∗; 𝟎,
𝐂 𝐑

𝐑⊤ 𝐂∗ .

• 其中, 𝐂 =
𝑐 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥1, 𝑥𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝑁, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝑁, 𝑥𝑁

, 𝐂∗ =
𝑐 𝑥1

∗, 𝑥1
∗ ⋯ 𝑐 𝑥1

∗, 𝑥𝐿
∗

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝐿

∗, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝐿
∗, 𝑥𝐿

∗
, 𝐑 =

𝑐 𝑥1, 𝑥1
∗ ⋯ 𝑐 𝑥1, 𝑥𝐿

∗

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝑁, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝑁, 𝑥𝐿

∗
.

⚫ Noise-free GP regression 训练集: 𝐱 =

𝑥1

⋮
𝑥𝑁

, 𝐟 =
𝑓1

…
𝑓𝑁

, 测试集: 𝐱∗ =
𝑥1

∗

⋮
𝑥𝐿

∗
, 𝐟∗ =

𝑓1
∗

…
𝑓𝐿

∗
.

Noise-free GP 概率图

𝐱 𝐱∗

𝐟, 𝐟∗

随着𝑥𝑛 , 𝑥𝑚距离增大，𝑓𝑛 , 𝑓𝑚组成二维高斯分布的协方差矩阵不断
趋于对角矩阵

⚫ 从联合分布 𝑝 𝐟, 𝐟∗; 𝐱, 𝐱∗  中采样 𝐟, 𝐟∗
1, 𝐟, 𝐟∗

2, 𝐟, 𝐟∗
3, …, 得到预测结果如下:

𝛾 = 0.01

• 核函数𝐑𝐁𝐅: 𝑐 𝑥𝑛, 𝑥𝑚 = 𝛼 exp(−𝛾(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚)2)；衡量𝑥𝑛和𝑥𝑚的距离，距离越近，协方差越大，说明“关联性

越强”；反之，“关联性越弱”.

𝛾 = 0.1 𝛾 = 0.5

𝐟, 𝐟∗
1

𝐟, 𝐟∗
2

𝐟, 𝐟∗
3

⚫ 条件预测分布𝑝 𝐟 𝐟∗; 𝐱, 𝐱∗ : 能否由已知 “观测变量 𝐟” 确定“条件预测分布”

𝑝 𝐟 𝐟∗; 𝐱, 𝐱∗ , 从而得到更准确的预测值？

事实上, 在分布 𝑝 𝐟, 𝐟∗; 𝐱, 𝐱∗  中, 𝐟 的值是已知的, 即“观测变量”.

如该例中, 𝐟 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤

Noise-free GP 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟∗𝐟

观测 (训练) 数据

𝐟 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤

𝟎 𝐑⊤ 𝐂 𝐟 𝟎

𝐟
𝐟∗

𝐂 𝐑
𝐑⊤ 𝐂∗

𝟎
𝟎



2.2 Noise-free GP regression – 由观测变量 𝐟 确定“条件分布” 𝑝 𝐟 𝐟∗; 𝐱, 𝐱∗

⚫ Noise-free GP 条件预测分布: 𝑝 𝐟∗ 𝐟, 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ . 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑

Noise-free GP 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟∗𝐟

𝛾 = 0.01 𝛾 = 0.1 𝛾 = 0.5

• ① 预测均值 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1𝐟 : 将不同位置𝐟∗的按照一定权重 (𝐑⊤) 靠向

观测数据 𝐟.

𝐂 =
𝑐 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥1, 𝑥𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝑁, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝑁 , 𝑥𝑁

, 𝐂∗ =
𝑐 𝑥1

∗, 𝑥1
∗ ⋯ 𝑐 𝑥1

∗, 𝑥𝐿
∗

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝐿

∗, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝐿
∗, 𝑥𝐿

∗
, 𝐑 =

𝑐 𝑥1, 𝑥1
∗ ⋯ 𝑐 𝑥1, 𝑥𝐿

∗

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝑁 , 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝑁, 𝑥𝐿

∗

• ② 预测方差 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑: 降低“训练样本点周围”的方差.

𝐂∗

− =

𝐑⊤𝐂−1𝐑 𝚺∗− =

下图表示: 当核函数参数 𝛼 = 1, 𝛾 = 0.5 时, 获得条件预测分布 𝚺∗ 所涉及的矩阵 (𝐂∗, 𝐑⊤𝐂−1𝐑, 𝚺∗)

在 Noise-free GP 中, 观测数据 𝐟 周围颜色较浅 (方差较小), 因此, 在训练点周围的采样曲线都经过同一位置

能否对标签 𝐟, 𝐟∗ 添加噪声𝜎2, 

使“观测数据𝐟”周围的预测值也具备一定随机性

Noisy GP 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟, 𝐟∗

𝜎2

𝐭∗𝐭

⚫ Noise GP regression: 观测数据𝐭 = 模型输出𝐟 + 高斯噪声𝜎2

𝐟 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤
代入

Noisy-free GP 在不同核函参数下的预测结果

Noisy GP 预测结果 

𝟎 𝐑⊤ 𝐂 𝐟 𝟎

𝐟
𝐟∗

𝐂 𝐑
𝐑⊤ 𝐂∗

𝟎
𝟎



3.1 Noisy GP regression – 观测数据 𝐭 = 模型输出 𝐟 + 高斯噪声 𝜎2 (含隐变量的 GP)

⚫ 训练集: 𝐱 =

𝑥1

⋮
𝑥𝑁

, 𝐟 =
𝑓1

…
𝑓𝑁

, 𝐭 =

𝑡1

…
𝑡𝑁

, 测试集: 𝐱∗ =
𝑥1

∗

⋮
𝑥𝐿

∗
, 𝐟∗ =

𝑓1
∗

…
𝑓𝐿

∗
, 𝐭∗ =

𝑡1
∗

…
𝑡𝐿

∗

⚫ 存在问题: 此时无法直接将 𝐟 代入GP 条件预测分布 𝑝 𝐟∗ 𝐟, 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ . 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑.

⚫ Noisy GP 预测过程: 𝑡𝑛 = 𝑓𝑛 + 𝜖𝑛, 其中, 𝜖𝑛~𝒩 𝜖𝑛; 0, 𝜎2 . 即假定: “观测值𝑡𝑛”为“模型输出𝐟 ”+“额

外高斯噪声 𝜎2”.

𝐟 =? ?
代入

• 原因：所需的模型输出 𝐟 是“未知”的, 此时能够利用的信息仅为观测标签数据 𝐭 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤.

• 然而, 生成上述“标签数据𝐭 ”的“模型输出𝐟”可能有多个取值, 例如: 𝐟 = −1.59, 2, 2.28, −1.51, −1.08, 0.65 ⊤, 𝐟 = 0.32, −0.04, 2.35, 0.92, −0.59, −4.13 ⊤...

𝐟 = −1.59, 2, 2.28, −1.51, −1.08, 0.65 ⊤ 𝐟 = −1.59, 2, 2.28, −1.51, −1.08, 0.65 ⊤ 𝐟 = −1.17, 0.5, 2.62, 0.57, 0.85, 0.63 ⊤

观测 (训练) 数据

𝐭 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤

上图表示生成观测数据𝐭 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤ 的隐变量 𝐟 有很多种取值可能

在给定观测数据𝐭时, 隐变量 𝐟 可以有很多个“有意义的取值”

因此, 能否得到 𝐟 的分布 𝑝 𝐟|𝐭, 𝜎2

利用 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱, 𝜎2 获得 𝐟∗ 的GP条件预测分布?

⚫ 解决方法: 利用“观测数据 𝐭” 得到后验分布 𝑝 𝐟|𝐭 , 从而边缘化条件预测分布 𝑝 𝐟∗|𝐭, 𝐱, 𝐱∗, 𝜎2 = ׬ 𝑝 𝐟∗|𝐟; 𝐱∗ 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱, 𝜎2 𝑑𝐟

⚫ 如何获得隐变量 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟|𝐭, 𝜎2 ? 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱, 𝜎2 =
𝑝 𝐭|𝐟, 𝜎2 𝑝 𝐟; 𝐱

׬ 𝑝 𝐭|𝐟, 𝜎2 𝑝 𝐟; 𝐱 𝑑𝐟

高斯分布高斯分布

Noisy GP 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟, 𝐟∗

𝜎2

𝐭∗𝐭

+𝜖𝑛

𝑓𝑛

𝑡𝑛



高斯分布

3.2 Noisy GP regression – 获得隐变量 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱, 𝜎2

⚫ 如何获得隐变量 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱, 𝜎2 ? 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱, 𝜎2 =
𝑝 𝐭|𝐟, 𝜎2 𝑝 𝐟; 𝐱

׬ 𝑝 𝐭|𝐟, 𝜎2 𝑝 𝐟; 𝐱 𝑑𝐟

高斯分布

𝐭 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤

• ① 似然: 𝑝 𝐭|𝐟; 𝜎2 = 𝒩 𝐭; 𝐟, 𝜎2𝐈 . 因为 𝑡𝑛 = 𝑓𝑛 + 𝜖𝑛, 𝜖𝑛~𝒩 0, 𝜎2 .

• ② 先验: 𝑝 𝐟; 𝐱 = 𝒩 𝐟; 𝟎, 𝐂 , 𝐂 =
𝑐 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥1, 𝑥𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝑁, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝑁, 𝑥𝑁

.

• 由于“似然”与“先验”为共轭分布, 因此 𝑝 𝐟|𝐭, 𝜎2 为高斯分布, 且 𝑝 𝐟|𝐭, 𝜎2 ∝ 𝑝 𝐭|𝐟, 𝜎2 𝑝 𝐟 .

𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱, 𝜎2 = 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓 , 其中, 𝛍𝑓 =
1

𝜎2 𝚺𝑓𝐭,  𝚺𝑓 = 𝐂−1 +
1

𝜎2 𝐈
−1

⚫ 隐变量 𝐟 的后验分布: 𝐭 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤

代入

• 预测: 𝑝 𝐟∗|𝐭; 𝐱, 𝐱∗, 𝜎2 = ׬ 𝑝 𝐟∗|𝐟; 𝐱∗ 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱, 𝜎2 𝑑𝐟 = ׬ 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓 𝑑𝐟.

• 其中, 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1𝐟,       𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑,      𝛍𝑓 =
1

𝜎2 𝚺𝑓𝐭,      𝚺𝑓 = 𝐂−1 +
1

𝜎2 𝐈
−1

𝑝 𝐟∗|𝐭; 𝐱, 𝐱∗, 𝜎2 = 𝒩 𝐟∗; 𝐑⊤ 𝐂 + 𝜎2𝐈 −1𝐭, 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑 + 𝐑⊤𝐂−1𝚺𝑓𝐂−1𝐑⚫ Noisy GP regression 条件预测分布: 𝐭 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤

代入

𝑝 𝐟∗|𝐭; 𝐱, 𝐱∗, 𝜎2 = 𝒩 𝐟∗; 𝐑⊤ 𝐂 −1𝐭, 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑
⚫ 对比 Noisy-free GP regression 条件

预测分布:
𝐟 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤

代入

结论 ②: ׬ 𝒩 𝐚; 𝐁𝐜, 𝐃 𝒩 𝐜; 𝐞, 𝐅 𝑑𝐜 = 𝒩 𝐚; 𝐁𝐞, 𝐃 + 𝐁𝐅𝐁⊤

Noisy GP 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟, 𝐟∗

𝜎2

𝐭∗𝐭

Noisy GP

的预测包含额外信息

结论 ①: 𝑝 𝐟∗ 𝐟; 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ . 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑



3.3 Noisy GP regression – 获得测试集 𝐟∗ 和 𝐭∗ 的条件预测分布

𝑝 𝐟∗|𝐭; 𝐱, 𝐱∗, 𝜎2 = 𝒩 𝐟∗; 𝐑⊤ 𝐂 + 𝜎2𝐈 −1𝐭, 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑 + 𝐑⊤𝐂−1𝚺𝑓𝐂−1𝐑⚫ Noisy GP regression 𝐟∗ 的条件预测分布: 𝐭 = −0.5, 1, 2, 0, −0.5, −1 ⊤

代入

𝑝 𝐭∗|𝐟∗; 𝜎2 = 𝒩 𝐭∗; 𝐟∗, 𝜎2𝐈⚫ Noisy GP regression 𝐭∗ 的条件预测分布:

𝛾 = 0.01 𝛾 = 0.1 𝛾 = 0.5

𝛾 = 0.01 𝛾 = 0.1 𝛾 = 0.5

预测 𝐭∗ 的过程

𝑡𝑛 = 𝑓𝑛 + 𝜖𝑛, 其中, 𝜖𝑛~𝒩 𝜖𝑛; 0, 𝜎2

① 从 𝑝 𝐟∗|𝐭, 𝐱, 𝐱∗, 𝜎2  采样得到 𝐟∗

② 由 𝐟∗ 确定高斯分布 𝑝 𝐭∗|𝐟∗, 𝜎2

③ 从 𝑝 𝐭∗|𝐟∗, 𝜎2  采样得到 𝐭∗

𝑡𝑛 = 𝑓𝑛 + 𝜖𝑛, 其中, 𝜖𝑛~𝒩 𝜖𝑛; 0, 𝜎2

Noisy GP 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟, 𝐟∗

𝜎2

𝐭∗𝐭

𝐑⊤𝐂−1𝚺𝑓𝐂−1𝐑



4.1 GP classification – 问题描述 (含隐变量 𝐟 的GP)

⚫ 训练集: 𝐱 =

𝑥1

⋮
𝑥𝑁

, 𝐟 =
𝑓1

…
𝑓𝑁

, 𝐭 =

𝑡1

…
𝑡𝑁

, 测试集: 𝐱∗ =
𝑥1

∗

⋮
𝑥𝐿

∗
, 𝐟∗ =

𝑓1
∗

…
𝑓𝐿

∗
, 𝐭∗ =

𝑡1
∗

…
𝑡𝐿

∗

GP Classification 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟, 𝐟∗ 𝐭∗𝐭

⚫ 预测过程: 𝑥𝑛 → 𝑓𝑛 → sigmoid 𝑓𝑛 → 𝑝 𝑡𝑛 = 1 → 𝑡𝑛,  sigmoid 𝑓𝑛 =
1

1+exp −𝑓𝑛
.

⚫ GP classification: 定义 𝐟 和 𝐟∗ 的联合高斯分布: 𝑝 𝐟, 𝐟∗; 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟, 𝐟∗; 𝟎,
𝐂 𝐑

𝐑⊤ 𝐂∗ .

• 其中, 𝐂 =
𝑐 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥1, 𝑥𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝑁, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝑁, 𝑥𝑁

, 𝐂∗ =
𝑐 𝑥1

∗, 𝑥1
∗ ⋯ 𝑐 𝑥1

∗, 𝑥𝐿
∗

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝐿

∗, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝐿
∗, 𝑥𝐿

∗
, 𝐑 =

𝑐 𝑥1, 𝑥1
∗ ⋯ 𝑐 𝑥1, 𝑥𝐿

∗

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝑁, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝑁, 𝑥𝐿

∗

• 问题: 为什么不直接定义 𝐭 和 𝐭∗ 的联合高斯分布 𝑝 𝐭, 𝐭∗; 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐭, 𝐭∗; 𝟎,
𝐂 𝐑

𝐑⊤ 𝐂∗ ? 注意到, 𝑡𝑛和 𝑡𝑙
∗ 的取值范围为 𝑡𝑛, 𝑡𝑙

∗ ∈ 0,1

而服从于高斯分布的随机变量取值范围应为 −∞, +∞

𝑓𝑛 和 𝑓𝑙
∗的取值范围满足 𝑓𝑛, 𝑓𝑙

∗ ∈ −∞, +∞

观测数据 𝑡𝑛 ∈ 0,1隐变量 𝑓𝑛 ∈ −∞, +∞ 𝑝 𝑡𝑛 = 1 = Sigmoid 𝑓𝑛

⚫ GP 条件预测分布: 𝑝 𝐟∗ 𝐟, 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ . 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑 𝐟 =? ?
代入

• 存在问题: 与 Noisy GP regression 中存在相同的问题, “观测数据”是样本标签 𝐭 (0 或 1),  而 𝐟 是“未知”的, 因此, 无法直接代入上述条件分布中求解.

• 例如, 确定样本标签 𝐭 = 0,0,0,0,0,1,1,1,1,1 ⊤的 𝐟 可能的取值包括:

𝐟 = [−2.1, −2.9, −3, −2.8, −0.9, 1.2, 1.7, 2.6, 2.7, 2.5]⊤

𝐟 = [−1000, −1000, −1000, −1000, −1000, 1000, 1000, 1000, 500, 500]⊤

𝐟 = [−0.1, −0.1, −0.1, −0.1, −0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1]⊤

上述3个不同的 𝐟 取值均可生成“观测数据” 𝐭 = 0,0,0,0,0,1,1,1,1,1 ⊤
现假定 𝐟 已知, 如何利用 𝐟 对测试集 𝐟∗ 和 𝐭∗ 进行预测?

隐变量 𝐟 隐变量 𝐟 隐变量 𝐟

GP classification 预测过程



4.2 GP classification – 假定隐变量 𝐟 已知, 𝑝 𝐟∗ 𝐟; 𝐱, 𝐱∗  预测过程

⚫ GP 条件预测分布: 𝑝 𝐟∗ 𝐟; 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ . 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑

观测数据 𝑡 ∈ 0,1

现假定 𝐟 已知, 如何利用 𝐟 对测试集 𝐟∗ 和 𝐭∗ 进行预测?

隐变量 𝐟

隐变量 𝐟

隐变量 𝐟

第一步

由 f 确定 𝑝 𝐟∗ 𝐟, 𝐱, 𝐱∗

第二步

从 𝑝 𝐟∗ 𝐟, 𝐱, 𝐱∗  采样 𝐟∗

第三步

sigmoid 𝐟∗  得到预测概率

第四步

得到预测标签𝐭∗

假定隐变量 𝐟
𝐟 = [−2.1, −2.9, −3, −2.8, −0.9, 1.2, 1.7, 2.6, 2.7, 2.5]⊤

假定隐变量 𝐟
𝐟 = [−1000, −1000, −1000, −1000, −1000, 1000, 1000, 1000, 500, 500]⊤

假定隐变量 𝐟
𝐟 = [−2.1, −2.9, −3, −2.8, −0.9, 1.2, 1.7, 2.6, 2.7, 2.5]⊤

⚫ 解决方法: 利用“观测数据 𝐭” 和 “训练特征 𝐱” 得到后验分布 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 , 从而边缘化条件预测分布 𝑝 𝐟∗|𝐭; 𝐱, 𝐱∗ = ׬ 𝑝 𝐟∗|𝐟, 𝐱∗ 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 𝑑𝐟.

然而, “观测数据”是样本标签 𝐭 (0 或 1),  而 𝐟 是“未知”的, 因此, 无法直接代入上述条件分布中求解

不同的隐变量 𝐟 会输出不同的预测结果

GP Classification 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟, 𝐟∗ 𝐭∗𝐭



Logistic likelihood

4.3 GP classification – 获得隐变量 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱

⚫ 边缘化GP 条件预测分布: 得到后验分布 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 , 从而边缘化条件预测分布 𝑝 𝐟∗|𝐭; 𝐱, 𝐱∗ = ׬ 𝑝 𝐟∗|𝐟, 𝐱∗ 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 𝑑𝐟.

⚫ 如何获得隐变量 𝐟 的后验分布𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 ? 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 =
𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱

׬ 𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱 𝑑𝐟

高斯分布Bernoulli分布

• ① 似然: 𝑝 𝐭|𝐟 = ς𝑛=1
𝑁 𝑝 𝑡𝑛 = 1 𝑡𝑛 1 − 𝑝 𝑡𝑛 = 1

1−𝑡𝑛, 其中, 𝑝 𝑡𝑛 = 1 = sigmoid 𝑓𝑛 .

• ② 先验: 𝑝 𝐟; 𝐱 = 𝒩 𝐟; 𝟎, 𝐂 , 𝐂 =
𝑐 𝑥1, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥1, 𝑥𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑐 𝑥𝑁, 𝑥1 ⋯ 𝑐 𝑥𝑁, 𝑥𝑁

.

• 此时, “似然”与“先验”不共轭, 因此, 后验分布 𝑝 𝐟|𝐭 的形式未知, 因此, 无法直接求解其解析式.

⚫ 方法 ① : 基于 Newton–Raphson 方法获得 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 的 MAP 点估计 መ𝐟.

可以利用 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 ∝ 𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱

⚫ 方法 ② : 基于 Laplace approximation 方法获得 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 的近似分布 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓 .

• 该方法预测方式: 基于 መ𝐟 获得“近似”条件预测分布: 𝑝 𝐟∗|𝐭, 𝐱, 𝐱∗ = ׬ 𝑝 𝐟∗|𝐟, 𝐱∗ 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 𝑑𝐟 ≈ 𝑝 𝐟∗; መ𝐟, 𝐱∗ .

• 该方法预测方式: 基于𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱  获得“边缘化”条件预测分布: 𝑝 𝐟∗|𝐭, 𝐱, 𝐱∗ = ׬ 𝑝 𝐟∗|𝐟, 𝐱∗ 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 𝑑𝐟.

⚫ GP 条件预测分布: 𝑝 𝐟∗ 𝐟; 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ . 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑.

存在问题: “观测数据”是样本标签 𝐭 (0 或 1),  而 𝐟 是“未知”的, 因此, 无法直接代入上述条件分布中求解

GP Classification 概率图
(红色表示“观测随机变量”)

𝐱 𝐱∗

𝐟, 𝐟∗ 𝐭∗𝐭

• ① 似然: 𝑝 𝐭|𝐟 = ς𝑛=1
𝑁 𝑡𝑛

𝑝 𝑡𝑛=1 1 − 𝑡𝑛
1−𝑝 𝑡𝑛=1 , 其中, 𝑝 𝑡𝑛 = 1 = sigmoid 𝑓𝑛 .



4.4 GP classification – 获得隐变量 𝐟 的后验分布𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 – 方法 ① : Newton–Raphson 方法 (MAP点估计)

⚫ 如何获得隐变量 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟 𝐭; 𝐱 ? 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 =
𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱

׬ 𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱 𝑑𝐟
𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 ∝ 𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱

⚫ Newton-Raphson 方法 (MAP点估计) : 通过多次迭代, 求解使得 “似然” × “先验” 最大的 መ𝐟, 即 መ𝐟 = argmax
𝐟

log 𝑝 𝐭|𝐟 + log 𝑝 𝐟; 𝐱

• 第 ① 步: 随机初始化 መ𝐟, 令 𝑔 𝐟 = log 𝑝 𝐭|𝐟 + log 𝑝 𝐟; 𝐱 .

• 第 ② 步: 求 𝑔 𝐟 对于 𝐟 的一阶、二阶导数矩阵.

𝜕𝑔 𝐟

𝜕𝐟
= 𝐪 − 𝐂−1𝐟

𝜕2𝑔 𝐟

𝜕𝐟𝜕𝐟⊤
= −𝐏 − 𝐂−1

一阶导数:

二阶导数:

其中, 𝐪 = 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑁
⊤, 𝑞𝑛 = 𝑡𝑛 − 𝑃𝑛,

𝑃𝑛 = 𝑝 𝑡𝑛 = 1 = sigmoid 𝑓𝑛 .

其中, 𝐏 =
𝑃1 1 − 𝑃1 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑃𝑁 1 − 𝑃𝑁

.

似然: 𝑝 𝐭|𝐟 = ς𝑛=1
𝑁 𝑡𝑛

𝑝 𝑡𝑛=1 1 − 𝑡𝑛
1−𝑝 𝑡𝑛=1

先验: 𝑝 𝐟; 𝐱 = 𝒩 𝐟; 𝟎, 𝐂

• 第 ③ 步: 将当前 መ𝐟 代入一阶、二阶导数矩阵.

• 第 ④ 步: 更新 መ𝐟. መ𝐟 ← መ𝐟 − ቮ
𝜕2𝑔 𝐟

𝜕𝐟𝜕𝐟⊤

−1

መ𝐟

⋅ ቤ
𝜕𝑔 𝐟

𝜕𝐟 መ𝐟

• 第 ⑤ 步: 重复 ② ~ ④, 直至收敛.

• 第 ⑥ 步: 输出 መ𝐟.

⚫ 预测: 𝑝 𝐟∗; መ𝐟, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ . 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1 መ𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑.

任意函数都可用该方式迭代求得

导数 𝑓′(𝑥) 为 0 的点

即最大 (小) 值点

能否令
𝜕𝑔 𝐟

𝜕𝐟
= 0 求得 𝐟 ?

𝐪 中所包含的 𝐟 无法分离, 无法直接求解 መ𝐟

𝑓′′ 𝑥𝑛 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥𝑛) 为最大值

𝑓′′ 𝑥𝑛 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥𝑛) 为最小值



上图表示在 Newton-Raphson 方法的每次迭代步 (第 ④ 步) 中, 隐变量 መ𝐟 的变化

4.4 GP classification – 获得隐变量 𝐟 的后验分布𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 – 方法 ① : Newton–Raphson 方法 (MAP点估计)

⚫ Newton-Raphson 方法 (MAP点估计) : መ𝐟 = argmax
𝐟

log 𝑝 𝐭|𝐟 + log 𝑝 𝐟; 𝐱

• 第 ① 步: 随机初始化 መ𝐟, 令 𝑔 𝐟 = log 𝑝 𝐭|𝐟 + log 𝑝 𝐟; 𝐱 .

• 第 ② 步: 求 𝑔 𝐟 对于 𝐟 的一阶、二阶导数矩阵.

𝜕𝑔 𝐟

𝜕𝐟
= 𝒒 − 𝐂−1𝐟

𝜕2𝑔 𝐟

𝜕𝐟𝜕𝐟⊤
= −𝐏 − 𝐂−1

一阶导数:

二阶导数:

其中, 𝐪 = 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑁
⊤, 𝑞𝑛 = 𝑡𝑛 − 𝑃𝑛,

𝑃𝑛 = 𝑝 𝑡𝑛 = 1 .

其中, 𝐏 =
𝑃1 1 − 𝑃1 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑃𝑁 1 − 𝑃𝑁

.

• 第 ③ 步: 将当前 መ𝐟 代入一阶、二阶导数矩阵.

• 第 ④ 步: 更新 መ𝐟. መ𝐟 ← መ𝐟 − ቮ
𝜕2𝑔 𝐟

𝜕𝐟𝜕𝐟⊤

−1

መ𝐟

⋅ ቤ
𝜕𝑔 𝐟

𝜕𝐟 መ𝐟

• 第 ⑤ 步: 重复 ② ~ ④, 直至收敛.

• 第 ⑥ 步: 输出 መ𝐟.

⚫ 预测:𝑝 𝐟∗; መ𝐟, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ . 𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1 መ𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑

Iteration 0 Iteration 1 Iteration 2

Iteration 3 Iteration 4 Iterations overview

𝐂∗ 𝐑⊤𝐂−1𝐑 𝚺∗=−

上图为当RBF核函数参数 𝛼 = 10, 𝛾 = 10 时, 获得条件预测分布𝚺∗所涉及的各矩阵 (𝐂∗, 𝐑⊤𝐂−1𝐑, 𝚺∗)预测均值和采样结果 (阴影部分)

• 存在的问题: 如右图所示, Newton-Raphson方法

虽能够准确地分类 (均值𝛍∗曲线穿过所有观测点), 

但采样结果单一 (方差𝚺∗的评估不够合理).

该区域采样结果

应存在差异

大部分区域的方差

都较低

⚫ 方法 ② Laplace approximation 方法: 获得 

𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 的近似分布,更准确地度量预测方差.

• 原因: 直接使用点估计 መ𝐟 来预测，而并未考虑隐

变量 𝐟 的不确定性, 即 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 .

መ𝐟 = [−2.3, −3.0, −3.0, −2.7, −0.9, 1.4, 1.9, 2.6, 2.9, 2.6]⊤

=−



4.5 GP classification – 获得隐变量 𝐟 的后验分布𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 – 方法 ② : Laplace approximation 方法 (近似后验分布)

⚫ 如何获得隐变量 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟 𝐭; 𝐱 ? 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 =
𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱

׬ 𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱 𝑑𝐟
=

𝑔 𝐟; 𝐱

𝑍

⚫ Laplace approximation 方法: 利用高斯分布𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓 , 近似后验分布 𝑝 𝐟|𝐭 , 即 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 ≈ 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓

• 第 ① 步: 利用 Newton–Raphson 方法获得 MAP 点估计 መ𝐟.

• 第 ② 步: 将 log 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 = log
𝑔 𝐟

𝑍
= log 𝑔 𝐟 − log 𝑍 在 𝐟 = መ𝐟 处进行泰勒展开

, 令𝑔 𝐟 = 𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱 , 𝑍 = ׬ 𝑝 𝐭|𝐟 𝑝 𝐟; 𝐱 𝑑𝐟.

log 𝑝 𝐟|𝐭 = log 𝑔 መ𝐟 − log 𝑍 + 𝐟 − መ𝐟 ⋅ ቤ
𝜕𝑔 𝐟

𝜕𝐟 መ𝐟

+
1

2
𝐟 − መ𝐟

⊤
⋅ อ

𝜕2𝑔 𝐟

𝜕𝐟𝜕𝐟⊤
መ𝐟

⋅ 𝐟 − መ𝐟 + ⋯

log 𝑝 𝐟|𝐭 ≈ log 𝐾 −
1

2
𝐟 − መ𝐟

⊤
⋅ 𝑣 ⋅ 𝐟 − መ𝐟

常数项 一次项=0 二次项

省略3次及其之后项, 并令 𝑣 = − ቚ
𝜕2𝑔 𝐟

𝜕𝐟𝜕𝐟⊤ መ𝐟

log 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓 , 𝚺𝑓 = log 𝐾 −
1

2
𝐟 − 𝛍𝑓

⊤
⋅ 𝚺𝑓

−1 ⋅ 𝐟 − 𝛍𝑓 比较可得: 𝛍𝑓 = መ𝐟, 𝚺𝑓 = 𝑣−1

• 第 ③ 步: 输出 𝑝 𝐟|𝐭 ≈ 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓 , 其中,𝛍𝑓 = መ𝐟, 𝚺𝑓 = − ቮ
𝜕2𝑔 𝐟

𝜕𝐟𝜕𝐟⊤

−1

መ𝐟

⚫ 预测: 𝑝 𝐟∗|𝐭, 𝐱, 𝐱∗ = ׬ 𝑝 𝐟∗|𝐟, 𝐱∗ 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 𝑑𝐟

任意函数
都可用在某位置的
泰勒展开来近似



4.5 GP classification – 获得隐变量 𝐟 的后验分布 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 – 方法 ② : Laplace approximation 方法 (近似后验分布)

⚫ Laplace approximation 方法: 利用高斯分布𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓 , 近似后验分布 𝑝 𝐟|𝐭 , 即

⚫ 预测: 𝑝 𝐟∗|𝐭, 𝐱, 𝐱∗ = ׬ 𝑝 𝐟∗|𝐟, 𝐱∗ 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 𝑑𝐟 ≈ ׬ 𝒩 𝐟∗|𝐟; 𝐱∗ 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓 𝑑𝐟, 即

𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱 ≈ 𝒩 𝐟; 𝛍𝑓, 𝚺𝑓 , 其中, 𝛍𝑓 = መ𝐟, 𝚺𝑓 = − ቮ
𝜕2𝑔 𝐟

𝜕𝐟𝜕𝐟⊤

−1

መ𝐟

利用结论: ׬ 𝒩 𝐚; 𝐁𝐜, 𝐃 𝒩 𝐜; 𝐞, 𝐅 𝑑𝐜 = 𝒩 𝐚; 𝐁𝐞, 𝐃 + 𝐁𝐅𝐁⊤

𝑝 𝐟∗|𝐭, 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗

𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1 መ𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑 + 𝐑⊤𝐂−1𝚺𝑓𝐂−1𝐑

𝑝 𝐟∗| መ𝐟, 𝐭, 𝐱, 𝐱∗ = 𝒩 𝐟∗; 𝛍∗, 𝚺∗ .

𝛍∗ = 𝐑⊤𝐂−1 መ𝐟, 𝚺∗ = 𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑

方法 ② : Laplace approximation 预测结果

方法 ① : Newton-Raphson 预测结果

近似后验分布 𝑝 𝐟|𝐭  的方差 𝚺𝑓 𝚺𝑓的对角线元素

通过 𝚺𝑓

可进一步影响
预测值 𝐟∗ 的采样结果

近似分布的方差 𝚺𝑓 会影响预测值 𝐟∗ 的采样结果

方法 ②: Laplace approximation 预测结果方法 ①: Newton-Raphson 预测结果

𝛍∗

𝐟∗采样结果

𝚺∗

𝐂∗ − 𝐑⊤𝐂−1𝐑 𝐑⊤𝐂−1𝚺𝑓𝐂−1𝐑+ = 𝚺∗

上图为当RBF核函数参数 𝛼 = 10, 𝛾 = 10 时, 获得条件预测分布𝚺∗所涉及的各矩阵 (𝐂∗, 𝐑⊤𝐂−1𝐑, 𝚺∗)

因此, Laplace approximation 通过近似后验分布 𝑝 𝐟|𝐭; 𝐱
能够提高模型的不确定性 (方差 𝚺∗) 评估能力

预测结果区别仅存在于方差 𝚺∗

+ =
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